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3.2 Simulacija Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2.1 Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4 Rezultati in razprava 21
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Povzetek
Naslov: Vpliv velikosti ionov na razporeditev elektrolita ob nabiti steni. Primer-
java Poisson-Boltzmannove teorije in simulacij Monte Carlo.
Okoli nabitih površin (npr. makromolekule, biološke membrane, kovinske elek-
trode) se v raztopinah elektrolitov tvori električni dvosloj.
V tem delu smo uporabili modificirano različico Poisson-Boltzmannove teorije
(MPB), ki velikost ionov vpelje preko mrežnega modela idealnega Coulombskega
plina. Študirali smo razporeditev ionov ob ravni, neskončno veliki nabiti plošči.
Numerične rešitve MPB smo primerjali z rezultati kanoničnih simulacij Monte
Carlo (MC), v katerih smo uporabili t.i. primitivni model raztopine +1 : −1 elek-
trolita.
Potek elektrostatskega potenciala in koncentracij ionov elektrolita blizu nabite
stene je odvisen od velikosti ionov ter gostote naboja na steni. Rezultati MC in
MPB metod za vrednosti koncentracije protiionov blizu nabite stene so različni.
Opaženo razliko pripisujemo različnim modelom, ki jih MPB in MC metodi upo-
rabljata za opis velikosti delcev (primitivni model elektrolita za MC ter mrežni
Coulumbski plin za MPB). Pri MPB teoriji za močno nabite stene in velike delce
elektrolita je koncentracija ob steni mnogo manǰsa v primerjavi z manǰsimi delci,
vendar tvori nasičen sloj v katerem je koncentracija večinoma konstantna. Pri re-
zultatih simulacij MC pa za podobne primere lahko opazimo drug sloj ionov, kjer
se sredǐsče modelnih ionov nahaja en in pol premera stran od stene, koncentracija
ionov v prvem sloju pa je neodvisna od velikosti delcev.
Ključne besede: Električni dvosloj, Poisson-Boltzmannova teorija, kanonične
simulacije Monte Carlo.

Abstract
Title: The effect of ion size on the electrolyte distribution near a charged wall. A
Poisson-Boltzmann and Monte Carlo study.
Charged objects, e.g. membranes, macromolecules, metal surfaces, in contact with
an electrolyte solution form an electric double layer.
A modified free energy functional, valid within the Poisson-Boltzmann (PB)
theory, obtained using a lattice version of the ideal Coulomb gas for the electrolyte,
was used to account for the size of the electrolyte ions in contact with an infinite
charged wall. The modified PB equation (MPB) was solved numerically. The
results were compared with Canonical Monte Carlo (MC) simulations where a
primitive +1:-1 model electrolyte was used.
The electrostatic potential and concentration profile near a changed wall de-
pends upon the size of the ions and the charge density of the wall. Close to the
wall the disagreement between the MPB and MC results is magnified. This is
attributed to differences in the models used in simulations and theory (primitive
model vs. lattice Coulombic gas). For walls with high surface charge densities
and for big ions, the concentration profile of the counterions obtained via MPB
plateaus near the wall as it forms a saturated layer. The results of the MC sim-
ulations for similar cases sometimes show a second layer of ions one and a half
diamater away from the wall and a much higher maximum concentration than
predicted by the MPB theory.
Keywords: Electric double layer, Poisson-Boltzmann theory, canonical Monte
Carlo simulation.

1. Uvod
V okolici nabitih delcev se v raztopini elektrolita ustvari električni dvosloj (angl.
Electric Double Layer, EDL). V bližini nabite površine se nabere presežek ionov z
nasprotnim nabojem (protiionov), število ionov z enakim nabojem (koionov) pa je
ob površini manǰse. Z oddaljevanjem od nabite površine koncentracija protiionov
pada, koionov pa narašča, dokler obe ne dosežeta njunih koncentracij v glavnini
raztopine (angl. bulk concentration). Na sliki 1.1 je prikazana skica EDL [1].
Slika 1.1: Skica električnega dvosloja: Stena je negativno nabita, zato je koncentracija
protiionov (kationov) ob steni večja, koionov (anioni) pa manǰsa. Daleč stran od stene,
je razporeditev ionov takšna kot v nemoteni raztopini.
Električne dvosloje lahko najdemo v številnih sistemih: v vsakodnevnih teh-
noloških napravah (npr. baterijah), kot tudi v bioloških sistemih (denimo okoli
celičnih sten, nabitih proteinov in DNK) ter še mnogo drugje. Dandanes imamo
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vedno več tehnoloških aplikacij, ki vključujejo električne dvosloje, zato so raziskave
na to temo v zadnjem času vedno bolj popularne. Na primer superkondenzatorji
(elektrokemični kondenzatorji) delujejo na osnovi elektrokemijske energije, shra-
njene v električnih dvoslojih. Poleg tega lahko z uvedbo električne napetosti med
dve porozni elektrodi, v katerih se ioni začasno zadržijo, dosežemo razsoljevanje
raztopine. Električni dvosloji imajo vlogo tudi v začasni zaščiti industrijske opreme
pred korozijo (npr. v rafinerijah nafte) [1].
V tem delu smo primerjali teoretičen pristop k opisu EDL z računalnǐskimi
simulacijami; primerjali smo modificirano različico klasične Poisson-Boltzmannove
teorije (PB), ki vključuje velikost ionov elektrolita, s kanoničnimi simulacijami
Monte Carlo (MC). Simulacije MC temeljijo na tako imenovanem primitivnem
modelu raztopine elektrolita (ioni so modelirani kot nabite trdne krogle, topilo
pa je upoštevano samo kot dielektrično ozadje). Tako v simulacijah MC kot pri
reševanju modificirane PB enačbe smo kot nabito površino vzeli neskončno veliko,
enakomerno nabito ravno ploščo. Le-to lahko smatramo kot približek velikega
nabitega koloidnega delca ali polimera.
Metoda MC upošteva vse interakcije med posameznimi delci, medtem ko PB
teorija vključuje aproksimacijo povprečnega polja: vsak ion vidi samo povprečno
polje ostalih ionov. Zaradi aproksimacij, ki jih različne teorije vedno vključujejo,
večinoma bolj zaupamo podatkom, pridobljenim s simulacijami. Seveda pa same
simulacije niso brez svojih problemov; zaradi omejenega procesorskega časa po-
navadi izvajamo simulacije z relativno majhnim številom delcev. Zaradi tega se
moramo poslužiti nekaterih poenostavitev, da dobro simuliramo oddaljene delce v
realnih sistemih. Zaradi stohastične narave metode MC se pojavijo tudi statistične
negotovosti v rezultatih simulacij, te bi se v primeru neskončno dolge simulacije
odstranile, vendar smo spet omejeni s strani procesorskega časa [1].
V nadaljevanju bomo najprej bolj podrobno opisali Poisson-Boltzmannovo te-
orijo, njeno modifikacijo ter simulacije Monte Carlo v Poglavju 2, nato bomo na-
tančno opisali našo metodo reševanja PB enačbe in vodenja MC simulacij v Po-
glavju 3. Za tem bomo predstavili in diskutirali naše rezultate ter podali zaključke.
1.1. NAMEN 3
1.1 Namen
Namen diplomskega dela je bil najprej napisati računalnǐsko kodo (i) za reševanje
(modificirane) Poisson-Boltzmanove enačbe v planarni geometriji (raztopina ele-
ktrolita ob oz. med nabitima ploščama) ter (ii) za simulacijo Monte Carlo v ka-
noničnem statističnem ansamblu. Obe kodi smo napisali v programskem jeziku
Python 3.6.
Nadalje je bil namen raziskati, kako se spreminja elektrostatski potencial in
posledično koncentracija ionov elektrolita z razdaljo od nabite plošče. Študirali
smo vpliv gostote naboja na plošči, koncentracije elektrolita ter velikosti ionov na
potek teh dveh funkcij.
Nazadnje je bil naš namen primerjati oba teoretska pristopa ter komentirati
podobnosti/razlike, kakor tudi poudariti prednosti/slabosti ene in druge metode.
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2. Teoretske osnove
2.1 Poisson-Boltzmannova teorija
Začetki Poisson-Boltzmannove (PB) teorije za relativno preprost opis raztopin
elektrolitov segajo v zgodnje dvajseto stoletje. Od takrat naprej je mnogo znan-
stvenikov uporabilo to teorijo in prispevalo k njenemu razvoju. PB teorija ostaja
še dandanes popularna tema raziskav. V pričujočem delu smo PB teorijo uporabili
za modeliranje distribucije ionov ob nabiti ravni plošči, torej električnega dvosloja.
Popularnost PB teorije lahko pripǐsemo lahkoti, s katero je moč to dokaj pre-
prosto teorijo razširiti na bolj kompleksne probleme, ter veliko število pojavov, ki
jih lahko skušamo razložiti z njeno pomočjo. PB enačba se večinoma uporablja
v raziskavah fizikalno-kemijskih lastnosti koloidnih raztopin ter računanju elektro-
statskih energij bioloških makromolekul [2].
Osnovna PB teorija temelji na sledečih predpostavkah:
• Edine interakcije, ki jih upoštevamo, so Coulombske interakcije med nabi-
timi delci sistema (ioni). Permanentne in inducirane dipol-dipol interakcije
zanemarimo;
• Ioni so točkasti naboji (zanemarimo njihovo velikost);
• Topilo je zvezni kontinuum z relativno dielektrično konstanto ϵ;
• Elektrostatsiki potencial, ψ(r⃗), ki ga čuti vsak ion, je zvezna funkcija, odvisna
od povprečnega električnega polja ostalih ionov.
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2.1.1 Modificirana Poisson-Boltzmannova enačba
Do klasične PB enačbe lahko pridemo na sledeč način: Imejmo raztopino pozitiv-
nih (kationi) in negativnih (anioni) ionov, ki se nahajajo v topilu z dielektrično
konstanto ϵ. Koncentraciji kationov in anionov naj bosta c+ in c−, valenci ionov pa
z+ in z− (z+ > 0 in z− < 0). Lokalna gostota naboja (podana na enoto volumna
raztopine), ρe(r⃗), je podana z enačbo:
ρe(r⃗) = F · (z+c+ + z−c−) (2.1)
pri čemer je F Faradayeva konstanta. V vsaki točki prostora, r⃗, je gostota naboja,
ρe(r⃗), povezana z elektrostatskim potencialom, ψ(r⃗), s Poissonovo enačbo:
∇2ψ(r⃗) = − 1
ϵϵ0
· ρe(r⃗) (2.2)
kjer ∇2 označuje Laplaceov operator, ϵ0 pa je permitivnost vakuuma.
V raztopini so ioni mobilni, svojo pozicijo lahko spremenijo glede na potencial
v njihovi okolici. Ker je vsaka vrsta ionov v termodinamskem ravnotežju, je njena
porazdelitev podana z Boltzmannovo enačbo:
ci(r⃗) = c0,i · e−
Fziψ(r⃗)
RT (2.3)
kjer je c0,i koncentracija iona vrste i v glavnini raztopine (kjer je ψ = 0, angl. bulk
concentration), R splošna plinska konstanta, T pa temperatura. Če združimo
enačbe 2.1, 2.2 in 2.3 dobimo Poisson-Boltzmannovo enačbo:
∇2ψ(r⃗) = − F
ϵϵ0
·
∑︂
i=+,−
c0,izi · e−
Fziψ(r⃗)
RT (2.4)
kjer vsota teče po vseh kationih in anionih. PB enačba je relativno enostavna;
zaradi svoje nelinearne oblike je analitično rešljiva samo za nekaj preprostih pri-
merov, njene numerične rešitve pa nam lahko dajo vpogled v potek potenciala in
koncentracij ionov v mnogih kompleksneǰsih sistemih.
Za nizke koncentracije ionov (pod 0,1 M) PB enačba dobro opǐse razporeditev
ionov v okolici nabite površine, dokler ta površina ni preveč nabita. Zaradi začetnih
predpostavk ima PB enačba svoje omejitve [3].
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Ena od večjih pomanjkljivost PB enačbe je napovedovanje previsokih koncen-
tracij ionov blizu nabitih površin. To je najbolj opazno pri večvalentnih ionih ter
močno nabitih površinah. Problem izhaja iz predpostavke, da so ioni točke brez
končne velikosti, zato so ob močno nabitih površinah lahko koncentracije protiio-
nov izjemno visoke [4].
En izmed načinov, kako lahko v PB formalizem vključimo sterične efekte (ve-
likost ionov), je naslednja modifikacija PB enačbe:
Celotno prosto energijo sistema, A = Uel − TS, lahko v približku povprečnega
polja zapǐsemo kot funkcional številskih gostot ionov, ρ±(r⃗), in lokalnega elektro-
statskega potenciala, ψ(r⃗). Elektrostaski prispevek k presežni notranji energiji
sistema, Uel, lahko zapǐsemo kot:
Uel =
∫︂ [︁
− ϵϵ0
2
· (∇ψ)2 + e0z+ρ+ψ + e0z−ρ−ψ − µ+ρ+ − µ−ρ−
]︁
d3r⃗ (2.5)
kjer je e0 osnovni naboj. Tukaj je prvi izraz lastna energija električnega polja,
naslednja dva izraza podata elektrostatske energije ionov, zadnja izraza pa sistem
sklopita z glavnino raztopine, kjer sta µ+ in µ− kemijska potenciala kationov in
anionov. Entropijski prispevek k prosti energiji sledi iz mrežnega modela (Cou-
lombski plin), in je enak:
−TS =kbT
a3
∫︂ [︁
ρ+a
3 ln(ρ+a
3) + ρ−a
3 ln(ρ−a
3)+
(1− ρ+a3 − ρ−a3) · ln(1− ρ+a3 − ρ−a3)
]︁
d3r⃗
(2.6)
pri čemer je a velikost ionov (v tem primeru enaka za vse ione), kb pa Boltzmannova
konstanta. Prva dva izraza predstavljata translacijski entropiji za pozitivne in
negativne ione, zadnji člen pa predstavlja entropijo molekul topila. Ravno ta člen
je odgovoren za modifikacijo PB enačbe. Če ponovimo podobno izpeljavo brez
tega člena, dobimo klasično PB enačbo.
Entropijski prispevek k prosti energiji lahko bolj rigorozno izpeljemo v okviru
mrežnega modela Coulombskega plina ionov, pri katerem je vsako mesto na mreži
zapolnjeno največ z enim ionom (ali molekulo topila), ena celica takšne tridimen-
zionalne kubične mreže pa ima volumen a3 [4, 5].
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Ker je vsaka celica v mreži zasedena z enim delcem (ionom ali delcem topila)
je celotno število delcev N v volumnu v seštevek števila ionov ter delcev topila:
N = N+ +N− +Nt =
v
a3
(2.7)
kjer je N+ število kationov, N− število anionov ter Nt število delcev topila.
V takšni mreži je celotno število kombinacij razporeditev kationov, anionov in
delcev topila N !
N+!N−!Nt!
kar pomeni, da je entropija S takšnega sistema enaka:
S = −kb ln
N !
N+!N−!Nt!
(2.8)
Ker so N+,N−,Nt ≫ 1 lahko uporabimo Stirlingovo formulo (lnx! ≈ x lnx − x),
da odstranimo fakultete, in z upoštevanjem, da je Nt = N −N+ −N− dobimo:
S ≈ −kb ln
[︃
N+ ln
N+
N
+N− ln
N−
N
+ (N −N+ −N−) · ln
(︂
1− N+
N
− N−
N
)︂]︃
(2.9)
Sedaj si predstavljamo sistem z volumnom V ≫ v, entropijo tega sistema, SV ,
lahko dobimo kot integral entropije manǰsega sistema z volumnom v po prostoru:
SV =
∫︂
Sv ·
d3r⃗
v
=− kb
∫︂ [︂
ρ+ ln(ρ+a
3) + ρ− ln(ρ−a
3)+
1
a3
(1− ρ+a3 − ρ−a3) · ln
(︁
1− ρ+a3 − ρ−a3
)︁]︂
d3r⃗
(2.10)
kjer sta ρ+ =
N+
v
in ρ− =
N−
v
številska gostota kationov ter anionov. To pa je
izraz za entropijo takšnega mrežnega sistema, in ustreza enačbi 2.6 za entropijski
prispevek k prosti energiji, če pomnožimo z −T ter preuredimo.
Termodinamsko ravnotežno stanje sistema dobimo z minimizacijo celokupne
proste energije A glede na potencial ψ in številske gostote ionov ρ±:
dA
dψ
= 0 in
dA
dρ±
= 0. Tako za simetričen z+ = −z− = z elektrolit dobimo modificirano PB
enačbo (MPB):
∇2ψ(r⃗) = −2Fc0z
ϵϵ0
·
sinh(Fzψ(r⃗)
RT
)
1− n̂+ n̂ · cosh(Fzψ(r⃗)
RT
)
(2.11)
kjer je n̂ volumski delež ionov v glavnini raztopine, n̂ = 2a3Nac0 (Na je Avogadrovo
število). Koncentracijski profil ionov pa je podan z izrazom:
c±(r⃗) = c0
e∓
Fzψ(r⃗)
RT
1− n̂+ n̂ · cosh(Fzψ(r⃗)
RT
)
(2.12)
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V primeru točkastih ionov (a→ 0 =⇒ n̂→ 0) se MPB enačba 2.11 poenostavi v
klasično PB enačbo 2.4, koncentracijski profil pa v Boltzmannovo enačbo 2.3. [4–6]
2.2 Simulacije Monte Carlo
Metoda Monte Carlo (MC) je tehnika statističnega vzorčenja faznega prostora,
razvita ob koncu druge svetovne vojne. Ime je zaradi svoje stohastične (proba-
bilistične) narave dobila po slavnem igralnǐskem mestu Monte Carlo. V fizikalni
kemiji je njena uporaba pogosta, saj nam omogoča modelirati številne sisteme in
s tem izračun njihovih termodinamskih kot tudi strukturnih lastnosti [7].
2.2.1 Osnove simulacij Monte Carlo
V tem delu smo izvajali simulacije MC v tako imenovanem kanoničnem ansam-
blu. Le-ta je primeren za opis zaprtega sistema s konstantnim številom delcev,
volumnom in temperaturo.
Termodinamsko povprečje neke mehanične količine A lahko zapǐsemo kot vsoto
vseh stanj i, v katerih se sistem lahko pojavi, pomnoženih z verjetnostjo za to
stanje, Pi:
⟨A⟩ =
∑︂
i
A(r⃗) · Pi (2.13)
pri čemer je
Pi =
e−βU(r⃗)∑︁
i e
−βU(r⃗) (2.14)
kjer je β = 1/(kbT ) inverzna temperatura, kb pa Boltzmannova konstanta. U(r⃗) je
potencialna energija sistema, odvisna od razporeditve delcev v sistemu (koordinat
vseh delcev r⃗) [8].
V algoritmu Monte Carlo tvorimo Markovsko verigo stanj. Le-ta je je zaporedje
korakov, kjer:
• so vsa stanja v verigi del končne množice stanj in
• vsak korak v verigi je odvisen le od preǰsnjega koraka.
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Prehod iz stanja i v stanje j je določen z prehodno verjetnostjo Pij. V Marko-
vski verigi morajo prehodne verjetnosti zadostiti določenim pogojem:
• veljati mora ergodijski pogoj (vsaka točka faznega prostora mora biti dose-
gljiva v končnem številu korakov);
• prehodne verjetnosti morajo biti normalizirane, tj.
∑︁
j Pij = 1;
• veljati mora princip mikroskopske reverzibilnosti, tj. Pi · Pij = Pj · Pji.
Klasična simulacijska metoda izbira stanja čisto naključno, torej vsako stanje
ima enako verjetnost, da bo izbrano. Pri računanju povprečij termodinamskih
količin pa ta metoda upošteva stanja z utežjo e−βU . Vendar izmed vseh možnih
stanj, v katerih se lahko sistem pojavi, je veliko takšnih, ki skoraj nič ne prispevajo
k povprečju računane količine. Zato želimo, da se sistem večino časa zadržuje v
stanjih, ki pomembno prispevajo k povprečju. Bolj učinkovit način vodenja simu-
lacije je Metropolisova metoda, kjer tvorimo Markovsko verigo tako, da izbiramo
stanja z Boltzmannovo verjetnostjo (e−βU), nato pa jih pri računanju povprečja
upoštevamo enakovredno [7, 8].
Notranjo (potencialno) energijo sistema lahko zapǐsemo kot seštevek prispevkov
vseh interakcij parov delcev, treh delcev itd. Pogosto pa lahko vǐsje člene opustimo
in zapǐsemo potencialno energijo sistema N delcev kot vsoto parskih interakcij:
U(r⃗) =
1
2
N∑︂
i
N∑︂
j
U(r⃗ij) (2.15)
kjer je r⃗ niz prostorskih koordinat vseh delcev in r⃗ij vektor razdalje med delcema
i in j.
Metropolisovo metodo Monte Carlo izvedemo tako, da v sistemuN delcev v sta-
nju i naključno izberemo en delec in izračunamo energijo interakcije le-tega delca
z vsemi ostalimi delci v sistemu, Ui. Nato izbrani delec naključno premaknemo
na novo mesto znotraj simulacijske celice ter dobimo stanje j. Zopet izračunamo
energijo interakcij tega delca z vsemi ostalimi delci, Uj. Tukaj je pomembno, da
je verjetnost, da izberemo določeno stanje, za vsa stanja enaka. Če je razlika
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∆U = Uj − Ui manǰsa od 0, novo stanje sprejmemo (novo stanje ima nižjo ener-
gijo, je bolj ugodno). Če pa je ∆U ≥ 0, novo stanje sprejmemo z verjetnostjo
f = e−β∆U (generiramo naključno število ξ med 0 in 1 in ga primerjamo z f : če
ξ < f novo stanje sprejmemo, drugače obdržimo staro konfiguracijo delcev). Torej
če se sistem nahaja v stanju i in nato iz množice stanj izberemo stanje j, lahko
prehodno verjetnost, da bo stanje j v Markovski verigi sprejeto, zapǐsemo kot:
Pij = min(1,e
−β(Uj−Ui)) (2.16)
Povprečja termodinamskih količin v Metropolisovi metodi Monte Carlo računamo
z vsoto vrednosti iskane količine preko niza sprejetih stanj (tukaj štejemo tudi
stara stanja, če novo stanje ni sprejeto [8]):
x =
1
n
∑︂
i
xi (2.17)
kjer je n dolžina Markovske verige (število stanj). Seveda moramo paziti, da v
naši simulaciji sistem res gre skozi celoten fazni prostor, kar dosežemo z velikim
številom generiranih stanj [7, 8].
2.2.2 Problem majhnega števila delcev
Računalnǐske simulacije takšnega tipa ponavadi izvajamo z relativno majhnim
številom delcev v sistemu v primerjavi z realnimi sistemi. Omejeno število delcev
v simulacijah je večinoma posledica povečanja procesorskega časa s povečanjem
števila delcev. Zato si pri študiju izotropnih sistemov pomagamo s ”periodičnimi
robnimi pogoji” (angl. periodic boundary conditions): simulacijsko celico neskon-
čnokrat ponovimo v smereh, kjer je sistem izotropen. Stene celic so prepustne,
delec, ki zapusti celico zamenjamo z njegovo sliko iz sosednje celice. Poleg tega
lahko upoštevamo tudi dogovor o najbližji sliki (angl. minimum image conven-
tion): ta pravi, da ko računamo interakcije, ki jih ima delec i z drugim delcem j,
upoštevamo le najbližjo sliko tega delca. V praksi v kartezičnih koordinatah to
pomeni, da pri računanju razdalje med delcema rij =
√︁
(∆x2 +∆y2 +∆z2, kjer
je ∆x = |xi − xj|, ∆y = |yi − yj| in ∆z = |zi − zj|, postopamo takole: če je
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razlika med koordinatama delcev, npr. ∆x večja kot polovica dimenzije celice v tej
dimenziji 1
2
Lx za ∆x v izračunu rij uporabimo
1
2
Lx −∆x:
∆xnov =
{︄
∆x če ∆x ≤ 1
2
Lx,
∆x− 1
2
Lx drugače.
(2.18)
Enako storimo za vse koordinate, kjer uporabljamo periodične robne pogoje [7].
V tem delu smo simulirali raztopino elektrolita, kjer so prisotne daljnosežne
Coulombske interakcije. Zaradi tega smo poleg periodičnih robnih pogojev in
konvencije najbližje slike uporabili tudi metodo nabitih plošč, ki sta jo razvila
Torrie in Valleau [9], in je bila pozneje modificirana z strani Boda et al. [10]. Bolj
podroben opis te metode sledi v nadaljevanju.
3. Metode
3.1 Numerično reševanje navadnih diferencialnih
enačb
Poisson-Boltzmannova enačba v planarni geometriji je navadna diferencialna enačba
drugega reda, ki jo je potrebno za primer dodanega elektrolita rešiti numerično.
To smo storili z uporabo metode Runge-Kutta 4. reda ter strelske metode.
3.1.1 Metoda Runge-Kutta 4. reda
Če imamo diferencialno enačbo prvega reda v obliki y′ = f(x,y) in poznamo začetni
pogoj y(x0) = y0, jo lahko numerično rešimo z metodo Runge-Kutta. Želimo si
dobiti tabelirano funkcijo y(x). Izberemo si korak h in s poznano vrednostjo yn
pri xn izračunamo vrednost funkcije yn+1 pri xn + h po naslednjih enačbah:
k1 = h · f(xn, yn)
k2 = h · f(xn +
h
2
, yn +
k1
2
)
k3 = h · f(xn +
h
2
, yn +
k2
2
)
k4 = h · f(xn + h, yn + k3)
Rešitev pa nato gradimo na sledeč način:
yn+1 = yn +
k1 + 2k2 + 2k3 + k4
6
(3.1)
Za numerično rešitev diferencialne enačbe torej najprej izberemo korak h,
nato pri naši začetni točki y(x0) = y0 izračunamo koeficiente k1 do k4 in s tem
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izračunamo y(x0+h). Ta postopek nato ponavljamo in izračunamo y(x0+2h) itd.
Metoda ima lokalno napako reda h5; manǰsi kot si izberemo korak h, bolj natančna
bo, vendar bomo morali narediti več korakov.
Če želimo z metodo Runge-Kutta rešiti diferencialno enačbo drugega reda,
lahko to pretvorimo v sistem enačb prvega reda. Enačbo oblike:
y′′ = f(x, y,y′) (3.2)
lahko preoblikujemo in dobimo:
z = y′ (3.3)
z′ = f(x, y,z) (3.4)
To pa lahko z metodo Runge-Kutta rešimo:
k1y = h · z
k1z = h · f(x, y, z)
k2y = h · (z +
k1z
2
)
k2z = h · f(x+
h
2
, y +
k1y
2
, z +
k1z
2
)
k3y = h · (z +
k2z
2
)
k3z = h · f(x+
h
2
, y +
k2y
2
, z +
k2z
2
)
k4y = h · (z + k3z)
k4z = h · f(x+ h, y + k3y, z + k3z)
Ter tako:
yn+1 = yn +
(k1y + 2 · k2y + 2 · k3y + k4y)
6
zn+1 = zn +
(k1z + 2 · k2z + 2 · k3z + k4z)
6
Seveda moramo imeti za rešitev takšnega sistema podana dva začetna pogoja,
in sicer vrednost funkcije y in njenega odvoda z v isti točki, torej y(x0) = y0 in
z(x0) = z0 [11].
Če pa želimo rešiti robni problem zapisan z diferencialno enačbo drugega reda
pa moramo uporabiti na primer strelsko metodo.
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3.1.2 Strelska metoda
Strelska metoda pretvori robni problem (imamo robna pogoja podana v dveh
različnih točkah) v začetni problem. Tako lahko s strelsko metodo rešimo dife-
rencialno enačbo drugega reda, ko imamo robna pogoja podana v dveh različnih
točkah. Na primer, če poznamo vrednost funkcije y(x1) = y1 v eni točki, ter
njenega odvoda v drugi z(x2) = z2. V tem primeru si ”izmislimo” vrednost dru-
gega nepoznanega podatka, torej vrednost funkcije ali njenega odvoda v eni od
točk, na primer zn(x1) = zn. Nato numerično rešimo našo diferencialno enačbo
z začetnima pogojema v eni točki in primerjamo vrednost naše rešitve z znano
vrednostjo robnega pogoja v robni točki, v tem primeru primerjamo izračunano
vrednost zn(x2) = z2,n s pravo, ki jo poznamo kot robni pogoj z(x2) = z2. Tukaj
lahko definiramo funkcijo razlike med z2,n ter z2 ki je odvisna od začetne namǐsljene
vrednosti zn(x1) = zn:
r(zn) = z2,n − z2 (3.5)
Zdaj je naša naloga najti ničlo r(zn). Takrat bomo našli funkcijo, ki je rešitev
diferencialne enačbe in zadosti obema robnima pogojema. V našem primeru smo
to storili z bisekcijo.
Za druge primere, ko imamo denimo za robne pogoje dve vrednosti funkcije ali
dve vrednosti odvoda funkcije je postopek reševanja podoben, spremeni se edino
to, katero vrednost si izmislimo ter s čem jo primerjamo [12].
3.1.3 Rešitev Poisson-Boltzmanove enačbe
Poisson-Boltzmanovo enačbo 2.4 lahko rešujemo v različnih geometrijah. Mi smo
se osredotočili na najpreprosteǰso, torej planarno geometrijo. Pri x = 0 in x = H
imamo dve neskončno veliki in ravni plošči z gostoto naboja σ0 in σH . V tem delu
smo se osredotočili na primer, kjer je bilo σH = 0 ali σH = σ0. Ker je sistem
simetričen v z in y smereh, sta druga odvoda potenciala po teh koordinatah enaka
0, d
2ψ
dy2
= d
2ψ
dz2
= 0, se enačba poenostavi v navadno diferencialno enačbo:
d2ψ
dx2
= − F
ϵϵ0
·
∑︂
i=+,−
c0,izi · e−
Fziψ
RT (3.6)
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V tem delu smo obravnavali simetrične elektrolite, kjer velja z+ = −z− = z, in
posledično c0,+ = c0,− = c0. V tem primeru dobimo:
d2ψ
dx2
= −Fc0z
ϵϵ0
· (e−
Fzψ
RT − e
Fzψ
RT ) (3.7)
Enačbo 3.7 lahko zapǐsemo v reduciranih enotah, pri tem upoštevamo definicijo
sinh(Y ) = 1
2
(eY − e−Y ):
d2Y
dX2
= sinh(Y ) (3.8)
kjer je X = κ · x in Y = Fzψ
RT
. κ−1 je Debyeva dolžina, določena z ionsko jako-
stjo raztopine elektrolita, κ2 = 2z
2F 2co
ϵϵ0RT
. Vsi rezultati v tem delu se nanašajo na
temperaturo 298,15 K.
Za določitev robnih pogojev za numerično rešitev enačbe se lahko obrnemo na
gostoto naboja na ploščah, σ. Ta mora biti zaradi elektronevtralnosti nasprotno
enaka presežku naboja v raztopini:
σ = −
∫︂ ∞
0
ρe(x)dx (3.9)
kjer je ρe gostota naboja v raztopini (glej enačbo 2.1):
ρe =
∑︂
i=+,−
ziFc0 · e−
Fziψ
RT (3.10)
Če to enačbo združimo s Poisson-Boltzmannovo enačbo 2.4 dobimo:
σ = ϵϵ0
∫︂ ∞
0
d2ψ
dx2
dx (3.11)
V limiti H → ∞, kjer se plošči ne čutita, lahko robna pogoja v reduciranih enotah
za obe plošči zapǐsemo kot:
S0 = −
dY
dX
⃓⃓⃓⃓
⃓
X=0
=
σ0√
2ϵϵ0RTc0
(3.12)
SH =
dY
dX
⃓⃓⃓⃓
⃓
X=H
=
σH√
2ϵϵ0RTc0
(3.13)
Torej za robna pogoja lahko vzamemo odvoda reduciranega potenciala po reduci-
rani razdalji, dY
dX
, na ploščah pri x = 0 in x = H. Izračunamo jih iz gostot naboja
na ploščah [13].
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Za modificirano Poisson-Boltzmannovo enačbo 2.11 lahko dobimo robne pogoje
na enak način ter uporabimo enake brezdimenzijske količine:
d2Y
dX2
=
sinh(Y )
1− n̂+ n̂ · cosh(Y )
(3.14)
3.2 Simulacija Monte Carlo
V simulaciji Monte Carlo smo za model raztopine elektrolita uporabili t.i. primi-
tivni model elektrolita (ioni so toge krogle danega premera z nabojem v sredǐsču,
topilo je dielektrični kontinuum), za elektrodo (približek koloidnega delca) pa smo
vzeli ravno, neskončno veliko ploščo z enakomerno gostoto naboja . Topilo (vodo),
samo upoštevali zgolj preko njegove dielektrične konstante ϵ. Izvajali so kanonično
simulacijo Monte Carlo; konstantne količine so bile: volumen simulacijske celice,
temperatura ter število delcev v simulacijski celici.
3.2.1 Model
Naša simulacijska celica je imela dimenzije L ·L v y in z smereh, ter H v x smeri.
Pri x = 0 in x = H sta bili dve elektrodi z gostoto naboja σ0 in σH . Na sliki
3.1a vidimo skico simulacijske celice. V tem delu je vedno veljalo, da je σH = 0
ali σH = σ0. V y in z smereh smo uporabili periodične robne pogoje, simulacijska
celica je bila v teh smereh neskončnokrat ponovljena, na sliki 3.1b vidimo skico
periodičnih ponovitev celice.
Elektrolit v simulacijski celici smo modelirali kot mešanico togih krogel v topilu
z ϵ = 80 (vodi). V simulacijski celici je bilo N+ pozitivno nabitih ionov z valenco
z+ ter N− negativno nabitih ionov z valenco z−. V tem delu smo računali z
najenostavneǰsim primerom z+ = −z− = 1. Vsi delci so imeli premer d.
Zaradi elektronevtralnosti je presežek naboja v raztopini nasprotno enak na-
boju na ploščah:
z+N+ + z−N− = −(σ0 + σH)L2 (3.15)
Parski potencial Uij(rij), ki opisuje interakcijo med dvema delcema elektrolita i in
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Slika 3.1: a) Skica simulacijske celice, b) Dvodimenzionalen pogled na periodične pono-
vitve celice v y in z smereh.
j, je podan z enačbo:
Uij(rij) =
⎧⎨⎩∞, če rij < d.e20
4πϵϵ0
· z+z−
rij
, če rij ≥ d.
(3.16)
kjer je rij razdalja med delcema i in j, e0 pa elementarni naboj.
Potencial interakcije med ionom i in elektrodo e, Uie(|x|), opǐsemo z enačbo:
Uie(|x|) =
⎧⎨⎩∞, če |x| < d2 .− zie0σe
2ϵϵ0
· |x|, če |x| ≥ d
2
.
(3.17)
kjer je |x| oddaljenost iona i od elektrode e (v smeri koordinate x, slika 3.1a).
V y in z smereh smo uporabili periodične robne pogoje ter dogovor o najbližji
sliki. Efekte periodičnih slik ionov v teh smereh smo dodatno upoštevali tudi z
metodo nabitih plošč, opisano v študiji [10]. Vsak ion j ima svojo neskončno veliko,
enakomerno nabito ploščo z gostoto naboja σp =
zje0
L2
z enako x koordinato kot
ion. Plošča predstavlja periodične slike iona v vseh ostalih ponovitvah simulacijske
celice, okoli iona pa ima plošča kvadratno ”luknjo” velikosti L · L, ki predstavlja
sam ion v simulacijski celici, za katerega interakcije upoštevamo z enačbo 3.16.
Vsak ion interagira z vsako ploščo, interakcija iona i z nabito ploščo p velikosti
W ·W je podana z enačbo [10]:
Uip(W ) = ziσp·
(︄
4W · ln 0.5 + r1
r2
− |x|·
(︂
2π − 4 · arctan 4|x|r1
W
)︂)︄
(3.18)
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kjer je r1 =
√︁
0.5 + (|x|/W )2 ter r2 =
√︁
0.25 + (|x|/W )2.
Za neskončno veliko ploščo, W → ∞, se enačba 3.18 poenostavi v enačbo
za interakcijo iona z elektrodo, torej že prej omenjeno enačbo 3.17: Uip(∞) =
− zie0σp
2ϵϵ0
· |x|. To pomeni, da interakcijo iona z neskončno ploščo z luknjo velikosti
L · L lahko zapǐsemo kot:
Uip = Uip(∞)− Uip(L) (3.19)
Uporabljali smo Metropolisov Monte Carlo algoritem. Na začetku smo naključno
razporedili N+ pozitivnih in N− negativnih ionov v prostoru velikosti H · L · L.
Ione smo naključno razporejali, dokler ni bila razdalja med vsakim parom ionov
večja od d in noben ion ni bil oddaljen od plošče manj kot d
2
. Nato smo na vsakem
koraku za naključno izbran ion i izračunali energijo njegovih interakcij z vsemi
ostalimi ioni, njihovimi nabitimi ploščami ter obema elektrodama Ui, pri tem smo
upoštevali dogovor o najbližji sliki:
Ui =
N−1∑︂
j
Uij +
N−1∑︂
p
Uip +
∑︂
e=(0,H)
Uie (3.20)
Nato smo ta ion naključno premaknili in dobili novo stanje j ter spet izračunali
Uj za novo konfiguracijo sistema. Premik iona smo izvedli naključno v volumskem
elementu, ki je bil krogla polmera δr = 50 Å okoli stare pozicije iona. Pri tem smo
upoštevali periodične robne pogoje v y in z smereh.
Če je razlika med energijama novega in starega stanja ∆U = Uj − Ui manǰsa
od 0, smo novo stanje sprejeli. Če pa je ∆U ≥ 0, pa smo generirali naključno
število ξ med 0 in 1 in ga primerjali z f = e−β∆U : če je bilo ξ < f , smo novo stanje
sprejeli, drugače pa obdržali staro konfiguracijo delcev. Temperatura je bila skozi
to delo 298,15 K.
V naših simulacijah smo beležili razporeditev koncentracije pozitivnih in nega-
tivnih ionov v odvisnosti od koordinate x. Po določenem številu korakov, ko se
je sistem ustalil v ravnotežno stanje, smo začeli seštevati število ionov obeh vrst
v razredih velikosti δh = 0,25 Å na x osi. V vsakem koraku smo prešteli, koliko
ionov pade v posamezen razred. Na koncu simulacije smo izračunali povprečno
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koncentracijo ionov v vsakem od razredov:
c±
(︂
x = xi +
δh
2
)︂
=
N±,i
Na · n
· 1
L2 · δh
(3.21)
kjer je N±,i število preštetih ionov v razredu, ki sega od xi do xi + δh v n korakih
štetja koncentracij.
4. Rezultati in razprava
V tem poglavju bomo predstavili numerične rezultate, ki smo jih dobili z reševanjem
(modificirane) Poisson-Boltzmannove (MPB) enačbe v planarni geometriji ter jih
primerjali z rezultati simulacij Monte Carlo (MC). V vseh primerih je bil elek-
trolit, ujet med ploščama, enovalenten (+1 : −1 elektrolit), topilo (voda) pa smo
modelirali kot dielektrični kontinuum s statično dielektrično konstanto ϵ = 80.
Temperatura opazovanja je bila vedno 298.15 K. Razdaljo med ploščama, H, smo
izbrali tako, da je bila raztopina elektrolita na sredini med ploščama nemotena
(enaka koncentraciji v glavnini), H = 250 Å. Zanimala nas je odvisnost elektro-
statskega potenciala, ψ(x), ter koncentracije ionov, ci(x), v odvisnosti od razdalje
stran od plošče, x. Spreminjali smo gostoto naboja na ploščah, σ0 in σH , ter ve-
likost ionov elektrolita, a pri MPB enačbi ter premer ionov d pri MC simulacijah
(kationi in anioni so bili enakih velikosti, a+ = a− = a, d+ = d− = d), spreminjali
smo tudi koncentracijo elektrolita v glavnini, c0. V vseh primerih je bila gostota
naboja na plošči negativna, kar pomeni, da so kationi elektrolita bili protiioni,
anioni pa koioni. Zaradi simetrije bi enak rezultat dobili tudi, če bi bila plošča
pozitivno nabita, le zamenjale se bi vloge kationov ter anionov. Raziskali smo dva
primera: (i) ena plošča nabita, druga nenabita in (ii) obe plošči enako nabiti.
Omeniti velja, da je parametrov, ki jih lahko spreminjamo, veliko: razdalja
med ploščama (H), gostota naboja na eni in drugi plošči (σ0 in σH), koncentracija
elektrolita v glavnini raztopine (c0), velikost ionov elektrolita (a ali d), topilo
(dielektrična konstanta ϵ), temperatura itd. V pričujočem delu smo zato raziskali
le del možnih primerov.
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4.1 Rezultati MPB enačbe
PB in MPB enačbi smo numerično reševali pri razdalji med ploščama H = 250 Å.
Izkazalo se je, da koncentracija protiionov pade na vrednost koncentracije v glav-
nini, c0, že dosti prej (veliko pred x = 100 Å), zato izbrana vrednost H ne
igra bistvene vloge pri prikazanih rezultatih. Korak v Runge-Kutta metodi je
bil h = H/1250 (0,2 Å).
4.1.1 σx=0 < 0 in σx=H = 0
Najprej bomo predstavili rezultate za primer, ko je bila plošča pri x = 0 negativno
nabita (σ0 < 0), plošča pri x = H pa nenabita (σH = 0). V tem primeru torej vlogo
protiionov igrajo pozitivno nabiti ioni elektrolita, koionov pa negativno nabiti ioni.
Kot rečeno je izbira σx=0 < 0 brez pomena: če bi naboj plošče spremenili, bi se le
zamenjale vloge protiionov in koionov. To je posledica simetrije; delali smo namreč
s po naboju simetričnim enovalentnim elektrolitom (z+ = −z− = z = 1).
Na sliki 4.1 je prikazano, kako se koncentracija pozitivnih ionov (protiionov),
c+, spreminja v odvisnosti od razdalje od plošče, x, za različne velikosti ionov, a,
ter pri različnih gostotah naboja na plošči, σ0. Ker se v tem primeru koncentracije
hitro ustalijo na njihovi vrednosti v glavnini, c0 = 0,1 M, so grafi narisani samo do
x = 30 Å (in ne do x = H). MPB enačba 2.11 se za a = 0 poenostavi v klasično PB
enačbo 2.4. Kot vidimo (slika 4.1a), je pri relativno nizki gostoti naboja na plošči,
σ0 = −0,1 A sm−2, razlika med rezultatom klasične PB enačbe (ioni so točkasti) ter
rezultatom MPB za primer velikih ionov (a = 10 Å) skoraj zanemarljiva, razen pri
razdaljah, ki so zelo blizu plošče (x < 2,5 Å). Koncentracija protiionov tik ob plošči
je okoli 3 M za primer točkastih ionov ter okoli 1,5 M za ione s premerom a = 10
Å. Pri bolj nabitih ploščah pa že opazimo, da se koncentracija protiionov ob plošči
nasiči (slika 4.1b in c). Koncentracija ionov ob plošči za primer a = 10 Å še vedno
ostaja okoli 1,5 M, medtem ko pri manǰsih a ta koncentracija izjemno naraste: pri
σ0 = −0,3 A sm−2 tudi na okoli 25 M. Za majhne ione (a = 2 in 4 Å) lahko vidimo,
da se krivulji poteka koncentracij ne razlikujeta bistveno od rezultata klasične PB
enačbe pri nizkih nabojih na plošči (slika 4.1a in b). Pri σ0 = −0,3 A sm−2 in
4.1. REZULTATI MPB ENAČBE 23
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Slika 4.1: Odvisnost koncentracije protiionov, c+, od razdalje od nabite plošče, x, za
primer σ0 = −0,1; −0,2 in −0,3 A sm−2 in σH = 0 ter za različne velikosti ionov
a = 0, 2, 4, 6, 8 in 10 Å. Koncentracija elektrolita v glavnini je bila c0 = 0,1 M,H = 250 Å,
ϵ = 80 in T = 298.15 K.
a = 4 Å pa že opazimo efekt velikosti delcev; koncentracija protiionov tik ob plošči
je opazno manǰsa (≈ 17 M).
Interakcija anionov elektrolita (koioni) z negativno nabito ploščo je neugodna,
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zato so izrinjeni iz električnega dvosloja. Na sliki 4.2 je primerjava koncentracijskih
profilov protiionov (slika 4.2a) in koionov (slika 4.2b) za a = 0 Å (PB enačba) in
a = 10 Å (MPB enačba) ter c0 = 0,1 M. Vidimo lahko, da velikost ionov znatno
razširi območje tik ob elektrodi, iz katerega so koioni izrinjeni. Kjer začne c+
padati, začne c− naraščati ter nato kmalu doseže vrednost c0, pozneje za a = 10 Å
kot za a = 0 Å.
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Slika 4.2: Odvisnost koncentracije protiionov, c+, in koionov, c−, od razdalje od nabite
plošče, x, za primer σ0 = −0,3 A sm−2 ter za c0 = 0,1 M. Prikazani rezultati so za a = 0
in 10 Å. Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
Zaradi steričnih efektov je koncentracija ionov ob plošči omejena. To pomeni,
da večji kot so ioni elektrolita, bolj se električni dvosloj razširi stran od nabite
površine. Razlike v poteku koncentracije protiionov so bile najbolj opazne v pri-
meru, ko je imela plošča največjo gostoto naboja. Zato na sliki 4.3 prikazujemo
potek koncentracije protiionov in elektrostatskega potenciala v odvisnosti od raz-
dalje od σ0 = −0,3 A sm−2 nabite plošče še za različne koncentracije elektrolita v
glavnini c0, in sicer za c0 = 0,01; 0,05; 0,1; 0,5 in 1 M. V vseh prikazanih primerih
na sliki 4.3 je bila velikost ionov a = 6 Å, ostali pogoji pa so bili enaki kot na sliki
4.1. Opazimo lahko, da kljub razlikam v vrednostih elektrostatskega potenciala
tik ob plošči, ψ(x = 0), vrednost c0 skoraj ne vpliva na koncentracijo ionov tik
ob plošči (c+ ≈ 7,5 M ne glede na c0). Zaradi senčenja elektrostatskih interakcij
(efekt narašča z naraščajočo koncentracijo (ionsko jakostjo) raztopine elektrolita)
elektrostatski potencial hitreje pada z razdaljo od plošče pri bolj koncentriranih
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raztopinah.
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Slika 4.3: Odvisnost koncentracije protiionov, c+ (na levi), in elektrostatskega potenciala,
ψ (na desni), od razdalje od nabite plošče, x, za primer σ0 = −0,3 A sm−2 ter za različne
koncentracije elektrolita v glavnini c0 = 0,01; 0,05; 0,1; 0,5 in 1 M. Prikazani rezultati
so za a = 6 Å. Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
Zanimalo nas je tudi, kako se vrednost elektrostatskega potenciala tik ob plošči,
ψ(x = 0), in na razdalji najmanǰsega približanja ionov do plošče, ψ(x = a
2
),
spreminja z velikostjo ionov elektrolita, a, ter gostoto naboja na plošči, σ0. Na
sliki 4.4 je prikazana odvisnost ψ(x = 0), ψ(x = a
2
) ter koncentracije protiionov
tik ob steni, c+(x = 0), od velikosti ionov a za σ0 = −0,1; 0,2 in −0,3 A sm−2,
na sliki 4.5 pa je prikazana odvisnost enakih količin od gostote naboja na plošči
σ0. V vseh primerih je bila c0 = 0,1 M. Iz odvisnosti ψ(x = 0) od a, prikazani na
sliki 4.4, vidimo, da se vrednost potenciala na plošči pri majhnih a ne razlikuje
bistveno od rezultata klasične PB enačbe (a = 0). Pri večjih a pa začne ψ(x = 0)
naraščati, to je še zlasti opazno pri vǐsji gostoti naboja na plošči. Tam ψ(x = 0)
začne naraščati prej ter narašča hitreje.
Potencial na kontaktni razdalji ion-stena, ψ(x = a
2
), lahko interpretiramo kot
zelo primitiven model za ζ-potencial koloidnega delca z gostoto naboja σ0. Kot smo
videli pri odvisnosti ψ(x = 0) od a, je ta pri majhnih a bolj ali manj konstanten,
ker pa potencial z oddaljenostjo od plošče pada (za negativno nabito ploščo), to
pomeni, da ψ(x = a
2
) pri nizkih a pada s povečevanjem a. Pri večjih a pa ψ(x = 0)
začne naraščati, kar pomeni, da tudi ψ(x = a
2
) narašča. Kako hitro narašča ter
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kje začne naraščati pa je spet odvisno od gostote naboja na plošči.
Odvisnost koncentracije tik ob plošči od velikosti protiionov nam pokaže, da
je za majhne a vrednost c+(x = 0) močno odvisna od σ0, za velike ione pa je
c+(x = 0) skoraj neodvisna od σ0. Koncentracija od plošči doseže maksimalno
vrednost (nasičenje).
Iz slike 4.5 vidimo, da je ψ(x = 0) za majhne gostote naboja skoraj neodvi-
sen od velikosti delcev a, medtem ko odvisnost ψ(x = a
2
) za majhne σ0 pokaže
zmanǰsevanje ψ(x = a
2
) s povečevanjem a, kot smo opazili že na sliki 4.4. Enako
opazimo tudi naraščanje ψ(x = a
2
) in ψ(x = 0) pri visokih a ter σ0. Padanje
ψ(x = a
2
) z a pri nizkih σ0 vodi v zanimivo zaporedje vrednosti ψ(x =
a
2
) pri
velikih σ0, kot vidimo pri σ0 = −0,3 A sm−2, kjer je ψ(x = a2)(a = 10 Å) > ψ(x =
a
2
)(a = 8 Å) > ψ(x = a
2
)(a = 0 Å) > ψ(x = a
2
)(a = 2 Å) > ψ(x = a
2
)(a = 6 Å) >
ψ(x = a
2
)(a = 4 Å). Takšen nemonoton potek je verjetno posledica tekmovanja
elektrostatskih interakcij in steričnih efektov.
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Slika 4.4: Odvisnost elektrostatskega potenciala, ψ(x), pri x = 0 in x = a2 ter koncen-
tracije protiionov pri x = 0 v odvisnosti od velikosti protiionov elektrolita, a, za različne
gostote naboja na plošči σ0 = −0,1; 0,2 in −0,3 A sm−2. Rezultati so za c0 = 0,1 M.
Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
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0
0, 05
0, 1
0, 15
0, 2
0, 25
0, 3
0 0, 05 0, 1 0, 15 0, 2 0, 25 0, 3
ψ
(x
=
a 2
)
[V
]
σ0 [
As
m2
]
PB (MPB a = 0 Å)
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Slika 4.5: Odvisnost elektrostatskega potenciala, ψ, pri x = 0 in x = a2 ter koncentracije
protiionov, c+, pri x = 0 v odvisnosti gostote naboja na plošči, σ0, za različne vrednosti
a = 0, 2, 4, 6, 8 in 10 Å. c0 = 0,1 M. Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
4.1.2 σx=0 = σx=H < 0
Prikazali bomo še nekaj rezultatov za primer, ko sta imeli obe plošči, oddaljeni
za razdaljo H, enako gostoto naboja, in sicer σx=0 = σx=H = −0,1; −0,2 in
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MPB a=4 Å
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MPB a=8 Å
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Slika 4.6: Odvisnost koncentracije protiionov, c+, od razdalje od plošče, x, za σ0 = −0,1;
−0,2 in −0,3 A sm−2 in različne velikosti delcev a = 0, 2, 4, 6, 8 in 10 Å. c0 = 0,1 M. V
tem primeru sta obe plošči nabiti, σ0 = σH . Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
Na levi približan pogled na potek c+ pri plošči z x = 0 Å, na desni pri plošči z x = H.
−0,3 A sm−2. Na sliki 4.6 je prikazan potek koncentracije protiionov za različno
velike protiione. Vidimo lahko, da se c+ simetrično poveča ob obeh ploščah. Na
sredini med ploščama pa pade na vrednost v glavnini, c0 = 0,1 M. Sam potek
30 REZULTATI IN RAZPRAVA
koncentracije v razdalji od ene ali druge plošče je bolj ali manj identičen tistemu,
ki smo ga opazili za primer ene same nabite stene, kot vidimo na sliki 4.7, na kateri
primerjamo poteke koncentracij ob plošči za primera, ko je σH = 0 in σH = σ0,
vsi ostali parametri so identični. Kot rečeno, smo vrednost H izbrali tako, da se
plošči med seboj ne čutita.
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Slika 4.7: Primerjava odvisnosti koncentracije protiionov, c+, od razdalje od plošče, x,
med primeroma, ko je σH = 0 in σH = σ0 za σ0 = −0,3 A sm−2 in različne velikosti
delcev a = 0, 2, 4, 6, 8 in 10 Å. Ostali parametri so enaki kot na sliki 4.1.
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4.2 Rezultati simulacij Monte Carlo
Simulacije Monte Carlo smo izvajali v kanoničnem ansamblu z okoli 300 delci (ioni)
v simulacijski celici (N+ + N− ≈ 300). Po uravnoteženju sistema (≈ 106 MC ko-
rakov) smo statistiko zbirali preko ≈ 108 MC korakov. Kljub dolgim simulacijam,
smo zaradi majhnega števila delcev v simulacijski celici opazili artefakte (stati-
stična nihanja v koncentracijah). Na prikazanih grafih so bile večje “napake”, ki
so bile očitno posledica slabega vzorčenja, ročno odstranjene. Število dodatnih
protiionov, potrebnih za elektronevtralnost sistema, smo določili glede na gostoto
naboja stene ter velikost simulacijske celice. Razdalja med ploščama, H, je bila
tudi v tem primeru 250 Å.
4.2.1 σx=0 < 0 in σx=H = 0
Najprej bomo predstavili rezultate, kjer je bila plošča pri x = 250 Å nenabita
(σx=H = 0). Na sliki 4.8 je prikazana odvisnost koncentracije protiionov, c+ od
razdalje od plošče, x, za različne gostote naboja na plošči, σ0, ter različne premere
delcev, d. (Premer delcev tukaj namesto z a označujemo z d, da poudarimo, da gre
za toge krogle). V primerjavi z rezultati MPB teorije (slika 4.1), opazimo tukaj
dosti manǰso odvisnost vrednosti koncentracije protiionov, ki se nahajajo blizu
plošče, od velikosti delcev. Ioni v simulacijah so bili modelirani kot toge krogle,
ki se steni lahko približajo samo do d
2
. Sprememba v velikosti protiionov se na
koncentracijskem profilu torej pozna v tem, da je c+ enaka nič vse do kontaktne
razdalje d
2
. Zanimivo je, da je v vseh primerih vrednost vrha koncentracije ob
plošči bolj ali manj neodvisna od premera delcev d. Razliko opazimo le pri vǐsjih
gostotah naboja (σ0 = 0,2 in 0,3 A sm
−2) ter d = 10 Å. Tukaj vidimo opazno
znižanje vrha c+ tik ob plošči.
To se zelo razlikuje od rezultatov, dobljenih z MPB enačbo, kjer je velikost
delcev močno vplivala na koncentracijski profil ob plošči. Pri MPB rezultatih je
bilo znižanje vrhov koncentracije dosti bolj opazno pri velikih ionih, protiioni pa
so ob plošči tvoril dolg nasičen sloj, v katerem je bila koncentracija bolj ali manj
konstantna.
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MC d=10 Å
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Slika 4.8: Odvisnost koncentracije protiionov, dobljene s simulacijami MC, od razdalje
od stene, x, za primer σ0 = −0,1; −0,2 in −0,3 A sm−2 ter za različne premere delcev d.
V vseh primerih je bila c0 = 0,1 M. Na levi so prikazani celotni poteki c+, na desni pa
približan pogled na c+ blizu plošče (do x = 30 Å). Simulacije smo izvedli pri temperaturi
298,15 K, dielektrični konstanti topila 80 in razdalji med ploščama H = 250 Å.
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Zanimiv efekt v koncentracijskem profilu protiionov v odvisnosti od velikosti
delcev pri MC rezultatih opazimo pri vǐsjih gostotah naboja na plošči. Za dovolj
velike ione opazimo, da se uredijo v dva sloja ob plošči. To bolje vidimo na
sliki 4.9, na kateri je od bližje prikazan profil koncentracije protiionov do razdalje
x = 20 Å stran od nabite plošče. Vidimo, da se pojavijo vrhovi, ki ustrezajo
povečani koncentraciji protiionov na tej oddaljenosti od elektrode (drugi sloj). Prvi
sloj ionov ob plošči se pojavi pri x = d
2
, drugi sloj ionov pa se pojavi en premer
ionov d stran, torej pri x = 3d
2
. Druge sloje ionov opazimo pri σ0 = −0,1 A sm−2
le pri zelo velikih delcih (d = 10 Å; slika 4.9a), in še tukaj zelo majhen vrh, pri
σ0 = −0,2 A sm−2 za d = 6 in 8 Å (slika 4.9b) ter pri σ0 = −0,3 A sm−2 za
d = 6, 8 in 10 Å (slika 4.9c). Vrhovi za drug sloj ionov so vǐsji pri večjih d in σ0.
Razlike med MC in MPB rezultati lahko pripǐsemo različnima modeloma, ki ju
metodi uporabita za opis velikosti ionov, MC metoda uporablja primitivni model
elektrolita, kjer so ioni opisani kot trdne kroglice, medtem ko MPB uporabi mrežni
model Coulombskega plina ionov.
Razlika, da pri MPB z velikostjo delcev vrh koncentracije ob nabiti plošči
dosti bolj pade kot pri MC, bi lahko izhajala iz dejstva, da pri MC metodi topilo
upoštevamo samo kot dielektrično ozadje in ne simuliramo delcev topila, medtem
ko pri MPB so mesta v mreži velikosti a3 zapolnjena z ionom ali delcem topila.
To pa pomeni, da z povečevanjem a ne povečamo samo ionov, ampak tudi delce
topila.
Na sliki 4.10 vidimo primerjavo rezultatov simulacije MC za različne koncen-
tracije elektrolita v glavnini raztopine (c0 = 0,01; 0,05; 0,1 in 0,5 M). Podobno
kot pri rezultatih MBP teorije, prikazanih na sliki 4.3, je vrednost koncentracije
protiionov ob plošči (x = d
2
) neodvisna od koncentracije v glavnini, c0. Tukaj
je potrebno poudariti, da koncentracija v glavnini pri naših MC simulacijah ni
čisto prava koncentracija v glavnini. To pa zato, ker smo simulacije izvajali v
kanoničnem ansamblu, konstantne količine so bile število delcev, volumen in tem-
peratura. Koncentracija v glavnini je bila v naših simulacijah v resnici celokupna
koncentracija koionov v celotnem volumnu simulacijske celice: N− = c0NaHL
2
(Na je Avogadrovo število, L pa dolžina roba celice). To pa pomeni, da je zaradi
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MC d=8 Å
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Slika 4.9: Bližji pogled na koncentracijski profil protiionov, c+, prikazan na sliki 4.8, za
primer gostote naboja na plošči −0,1, − 0,2 in −0,3 A sm−2 ter velikosti delcev a = 6; 8
in 10 Å. S puščico so označeni vrhovi, ki odgovarjajo drugemu sloju protiionov. Ostalo
kot na sliki 4.8.
zmanǰsanja koncentracije koionov ob nabiti plošči, prava koncentracija v glavnini
raztopine nekoliko vǐsja od c0, ki jo navajamo kot koncentracijo v glavnini v teh
rezultatih. Če bi želeli nastaviti pravo koncentracijo v glavnini, bi lahko izvajali
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simulacije v velekanoničnem ansamblu, kjer je namesto števila delcev konstanten
kemijski potencial posameznih ionov, in z vrednostjo tega lahko reguliramo kon-
centracijo v glavnini.
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Slika 4.10: Odvisnost koncentracije protiionov, dobljene s simulacijami MC, od razdalje
od stene, x, za σ0 = −0,3 A sm−2 ter za različne koncentracije elektrolita v glavnini
c0 = 0,01; 0,05; 0,1 in 0,5 M. Podatki veljajo za d = 6 Å. Ostali parametri so enaki, kot
na sliki 4.8. Na levi je predstavljen celoten pogled na potek koncentracije, na desni pa
približan pogled.
Izvedli smo tudi simulacije za vǐsjo koncentracijo, in sicer c0 = 1 M. Na sliki
4.11 vidimo področja z izjemno visokimi koncentracijami protiionov, v ostalih de-
lih pa je koncentracija zanemarljivo majhna. To nam pove, da so se ioni ”ujeli” v
določeno lego znotraj simulacijske celice, ter so se tekom simulacije le redko prema-
knili. Zato vidimo izrazite vrhove in področja, kjer je koncentracija zanemarljivo
majhna. Kot vidimo, se vrhovi ujetih koionov večinoma ujemajo z vrhovi za proti-
ione, kar pomeni, da se negativno in pozitivno nabita iona zelo približata. Zaradi
močne interakcije med njima (tvorita ionski par), je verjetnost, da se eden od njiju
premakne, majhna. Pri visokih koncentracijah ter velikih delcih (v tem primeru
je bil d = 6 Å) je veliko prostora zasedenega z ioni. Zaradi tega je verjetnost, da
premik ne bo sprejet, velika. Teh rezultatov zaradi slabega vzorčenja nismo nada-
lje analizirali. Pri rezultatih za c0 = 0,5 M smo tudi opazili dokaj veliko število
”ujetih parov“ ionov, očitne vrhove, ki so pripadali ujetim parom ionov smo iz
grafov odstranili. Nekaj malega ujetih parov je bilo opaziti tudi pri koncentraciji
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0,1 M, nič pa pri 0,01 M. Kot pa vidimo iz približanega pogleda na sliki 4.10 je
potek c+ za primer c0 = 0,5 M dosti bolj nehomogen kot za nižje koncentracije,
kar je posledica slabega vzorčenja zaradi ujetih parov ionov.
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Slika 4.11: Odvisnost koncentracije protiionov, c+, in koionov, c−, dobljene s simulaci-
jami MC, od razdalje od plošče, x, za σ0 = −0,3 A sm−2 ter c0 = 1,0 M pri d = 6 Å.
Ostali parametri so enaki, kot na sliki 4.8.
Na sliki 4.12 vidimo primerjavo MC in MPB rezultatov za primera σ0 = −0,3
A sm−2 ter d = a = 2 in 10 Å, ti rezultati so že predstavljeni na slikah 4.1 in
4.8. Poleg celih potekov krivulj, sta predstavljeni tudi bolj približana pogleda na
potek koncentracij ionov ob plošči. Kot vidimo, sta za majhne vrednosti a in d
potek krivulje in maksimalna vrednost, ki jo koncentracija doseže ob plošči, po-
dobna, za velike a in d pa vidimo prej opisano razliko. Pri MC vidimo drug vrh
ionov, medtem ko vidimo pri MPB nasičenje in veliko znižanje vrha koncentracije
ob plošči. Pri MC rezultatih lahko opazimo celo zelo majhen tretji vrh koncentra-
cije pri x = 25 Å. S primerjavo MC in MPB rezultatov opazimo tudi, da se pri
MPB koncentracije hitreje ustalijo na vrednost v glavnini, opazno je tudi, da je
koncentracija v glavnini pri MC nekoliko vǐsja zaradi uporabljenega kanoničnega
ansambla.
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c+ MPB a=10 Å
c− MPB a=10 Å
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c− MPB a=10 Å
Slika 4.12: Primerjava odvisnost koncentracije protiionov, c+, in koionov, c−, dobljene
s simulacijami MC (križci) in MPB enačbo (zvezne črte), od razdalje od plošče, x, za
σ0 = −0,3 A sm−2 ter c0 = 0,1 pri d = 2 in 10 Å. Na levi je prikazan celoten potek c+
in c−, na desni pa približan pogled na potek c+ in c− ob plošči.
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4.2.2 σx=0 = σx=H < 0
Za primer, ko je stena pri x = H enako nabita kot stena pri x = 0, je primerjava
s primerom, ko je samo ena stena nabita, podobna kot pri MPB teoriji. Kon-
centracijski profil pri obeh stenah je enak kot za primer samo ene nabite stene
(simetrija). Ker sta pri simulacijah MC steni enako nabiti in se potencial inte-
rakcije iona s steno spreminja linearno z razdaljo od stene (enačba 3.17), se člen
za razdaljo iona od plošče izniči (|x| + (1 − |x|) = 1). Potencial je povsod med
ploščama enak, tj. električno polje med dvema neskončno velikima vzporednima
enako nabitima ploščama je enako nič. Edini razlog za dobljene koncentracijske
profile je presežek protiionov v simulacijski celici.
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Slika 4.13: Odvisnost koncentracije protiionov, dobljene s simulacijami MC, od razdalje
od stene, x, za σ0 = σH = −0,3 A sm−2 za različne premere delcev d = 2, 4, 6, 8 in 10 Å.
c0 = 0,1 M, ostali parametri pa so enaki kot na sliki 4.8. Na levi približan potek c+ pri
steni na x = 0, na desni pri x = H.
5. Zaključek
V pričujočem delu smo primerjali dva teoretska pristopa k opisu distribucije ionov
elektrolita ob nabiti ravni površini: (i) Poisson-Boltzmannovo teorijo ter (ii) ka-
nonično računalnǐsko simulacijo Monte Carlo. Želeli smo ugotoviti, kako velikost
delcev elektrolita vpliva na razporeditev ionov ob nabiti ravni plošči (elektroda,
velik koloidni delec). Simulacije MC in teorija MPB imata različen pristop k mo-
deliranju velikosti delcev elektrolita: v naši simulaciji MC so bili ioni modelirani
kot toge krogle premera d in z nabojem +1 ali −1 v sredǐsču. To pomeni, da se
delcu elektrolita drugi delci ne morejo približati na kraǰso medsebojno razdaljo
kot dva polmera (2 · d
2
= d), medtem ko se delci ne morejo približati steni bližje
kot en polmer d
2
. Na drugi strani, smo velikost ionov v teoriji MBP upoštevali
preko velikosti celice mrežnega modela Coulombskega plina ionov v topilu. Mesta
na mreži pa so velikosti enaka a3, vsako mesto na mreži pa je zapolnjeno z največ
enim ionom ali delcem topila [4, 5]. Zaradi teh razlik v opisu velikosti ionov ni
veliko presenečenje, da se rezultati teorije MBP ter simulacij MC razlikujejo.
Največje razlike vidimo v koncentracijskih profilih protiionov tik ob nabiti
plošči. Rezultati MPB kažejo, da se pri velikih velikostih delcev a koncentracija
protiionov ob plošči nasiči, ob plošči nastane dalǰsa regija, kjer je koncentracija
bolj ali manj konstantna. Pri velikih a je koncentracija protiionov tik ob plošči
večinoma neodvisna od gostote naboja na plošči.
Medtem ko rezultati teorije MPB kažejo veliko odvisnost koncentracije ob plošči
od velikosti delcev, presenetljivo naši rezultati simulacij MC ne kažejo te odvisno-
sti. Večji premer togih krogel premakne prvi vrh koncentracije bolj stran od plošče
(na d
2
), saj toge krogle ne morajo priti bližje kot en polmer stran od stene. Za-
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nimivo je, da vǐsina tega vrha ni odvisna od d. Primerjava samih vǐsin vrhov
med MC in MPB rezultati nam pove, da so te vǐsine podobne za majhne veliko-
sti ionov, pri velikih ionih pa pri MPB teoriji ta vrh drastično pade, pri MC pa
ostane konstanten. Tukaj velja omeniti, da imamo pri simulacijah MC določeno
mero nadzora nad vǐsino tega vrha z velikostjo razredov δh, v katerih smo zbirali
statistiko števila ionov in s tem njihovo koncentracijo. Večji kot je razred, manǰsa
bo povprečna koncentracija v razredu, saj koncentracija tik ob plošči hitro pada.
Zato ta primerjava samih vrednosti vrha koncentracije med MC in MPB rezultati
nima večjega pomena. Zanimiv pojav, ki ga opazimo kot posledico velikosti del-
cev v simulacijah MC je vsekakor pojav drugega sloja ionov za prvim slojem ob
površini stene. To vidimo kot dodaten vrh koncentracije protiionov, ki se nahaja
en premer ionov za prvim vrhom, torej pri d = 3d
2
. Velikost tega drugega vrha je
odvisna od velikosti delcev ter gostote naboja na plošči.
Profil koncentracij protiionov v odvisnosti od koncentracije v glavnini je bil po-
doben tako pri MPB kot MC pristopu. Koncentracija ob plošči je bila neodvisna od
koncentracije v glavnini. Pri simulacijah MC smo zlasti pri visokih koncentracijah
naleteli na težavo z ”ujetimi” pari ionov. Kot smo že omenili v razpravi, ”kon-
centracija v glavnini” v naših simulacija MC ni povsem ustrezala tisti, ki je bila
v rezervoarju elektrolita, s katerim je bila raztopina med ploščama v ravnotežju.
To bi lahko popravili z uporabo velekanoničnega ansambla, kjer z definiranim kon-
stantnim kemijskim potencialom določimo koncentracijo v glavnini raztopine. V
literaturi večina simulacij MC podobnih sistemov uporablja velekanonični ansam-
bel [1, 9, 10] in ne poroča problemov z ujetimi pari ionov. Dodatna možnost, da
namesto premika iona, par ionov izbrǐsemo ali dodamo, bi lahko rešila tudi ta pro-
blem. Vendar za velekanonični Monte Carlo potrebujemo podatke o kemijskemu
potencialu, ki ustreza določeni koncentraciji v glavnini.
Glavna prednost teoretskega pristopa pred simulacijami je preprostost uporabe.
To se je izkazalo tudi pri našem delu. Numerična rešitev navadne diferencialne
enačbe ni trivialna, vendar ko imamo napisano kodo, imamo rešitev za določene
robne pogoje zelo hitro. Na drugi strani je koda za simulacije MC podobne dolžine
kot za rešitev MPB enačbe, vendar simulacija za vsak primer traja veliko dlje. Pri
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simulacijah MC imamo tudi dodatne težave z vzorčenjem faznega prostora, zlasti
zaradi omejenega števila delcev v simulaciji in končne velikosti simulacijske celice.
Kljub temu pa se naše simulacije MC zanašajo na manj predpostavk kot MPB
teorija (ta upošteva približek povprečnega polja). Simulacije MC nam pokažejo
zanimive pojave, kot je nastanek drugega sloja ionov za prvim slojem, česar nam
enostavneǰsa teorija ne napove.
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[1] M. Valiskó, T. Kristóf, D. Gillespie in D. Boda. A systematic monte carlo
simulation study of the primitive model planar electrical double layer over
an extended range of concentrations, electrode charges, cation diameters and
valences. AIP Advances, 8(2):025320, 2018.
[2] G. Lamm. The Poisson–Boltzmann Equation, poglavje 4, strani 147–365.
John Wiley & Sons, Ltd, 2003.
[3] W.C.K. Poon in D. Andelman. Soft Condensed Matter Physics in Molecular
and Cell Biology. Scottish Graduate Series. CRC Press, 2006.
[4] I. Borukhov, D. Andelman in H. Orland. Steric effects in electrolytes: A
modified poisson-boltzmann equation. Physical Review Letters, 79:435–438,
1997.
[5] I. Borukhov, D. Andelman in H. Orland. Adsorption of large ions from an
electrolyte solution: A modified poisson–boltzmann equation 1. Electrochi-
mica Acta, 46:221–229, 1999.
[6] D. Ben-Yaakov, D. Andelman, D. Harries in R. Podgornik. Beyond standard
poisson-boltzmann theory: Ion-specific interactions in aqueous solutions. Jo-
urnal of Physics: Condensed Matter, 21:424106, 2009.
[7] M. P. Allen in D. J. Tildesley. Computer simulation of liquids. Oxford Uni-
versity Press, USA, 1989.
43
44 LITERATURA
[8] Daan F. in Berend S. Understanding molecular simulation: from algorithms
to applications. Computational science series 1. Academic Press, 2nd edition,
2002.
[9] G. M. Torrie in J. P. Valleau. Electrical double layers. i. monte carlo study of
a uniformly charged surface. The Journal of Chemical Physics, 73(11):5807–
5816, 1980.
[10] D. Boda, K.-Y. Chan in D. Henderson. Monte carlo simulation of an ion-dipole
mixture as a model of an electrical double layer. The Journal of Chemical
Physics, 109(17):7362–7371, 1998.
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